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Resumen
Este escrito presenta una visio´n alternativa del estudio de las funciones trigonome´tri-
cas, enmarcada en una manera diferente de medir a´ngulos que se basa en el cuadrado,
y que consideramos, contribuye a enriquecer el tratamiento dida´ctico que se le otor-
ga usualmente a este tipo de funciones en la ensen˜anza secundaria o superior. As´ı,
se presenta un paralelo que permite evidenciar las ventajas que esta trigonometr´ıa
del cuadrado tiene sobre la circular.
Una trigonometr´ıa del cuadrado
La trigonometr´ıa vista como una rama de las matema´ticas que se encarga de estudiar
las relaciones que se definen a partir de ciertos objetos denominados a´ngulos y de las
figuras que se utilizan para medirlos, como circunferencias, elipses, hipe´rbolas, y en general
co´nicas, permite un primer acercamiento a un conjunto de funciones especiales que, al ser
distintas de las funciones polino´micas o racionales, vienen a mostrar comportamientos
y propiedades singulares (periocidad, infinitud de ceros, de ma´ximos, de mı´nimos, entre
otras); sin embargo, usualmente, existe una brecha entre el estudio de funciones, por
ejemplo, polino´micas y el estudio de funciones trigonome´tricas, pues mientras que en las
primeras existe una formula para obtener el valor de la imagen dado un valor del dominio,
en las u´ltimas no existe formula alguna. Es as´ı, que tal brecha hace que el estudio de las
funciones trigonome´tricas se reduzca a trabajar los me´todos algebraicos y geome´tricos que
permiten determinar las ima´genes de algunos valores de a´ngulos especiales y se olvide el
estudio de las funciones y sus propiedades, luego ¿por que´ no buscar una forma alternativa
de abordar la trigonometr´ıa?
En ese sentido, nosotros proponemos no abordar el estudio de la trigonometr´ıa desde las
funciones trigonome´tricas circulares, es decir utilizando la circunferencia como figura para
medir los a´ngulos, sino desde un conjunto de funciones ana´logas, que se definen a partir
del cuadrado, y que constituyen la trigonometr´ıa del cuadrado.
Es prudente resaltar que se utiliza el software Cabri Geometry para realizar las construc-
ciones de las representaciones gra´ficas de las funciones trigonome´tricas del cuadrado, lo
cual permite identificar, desde un punto de vista gra´fico, algunas de estas relaciones o
propiedades.
A continuacio´n, presentamos un paralelo entre estos dos sistemas, la trigonometr´ıa circular
y la del cuadrado, exaltando las ventajas que este u´ltimo trae:
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Trigonometr´ıa circular
Consideramos una circunferencia unitaria
(centrada en (0, 0) y que interseca al eje x
en el punto (1, 0)), de ecuacio´n
x2 + y2 = 1
Figura 1
Si P es un punto de tal circunferencia
(Figura 1), entonces existen tres formas
usuales de medir el a´ngulo QOP (o´ α), que
se encuentra en posicio´n esta´ndar (con su
ve´rtice en el origen del sistema de coorde-
nadas y siendo uno de sus lados el eje x
positivo), a saber:
Dividir la circunferencia en una can-
tidad determinada de unidades que
se denominan grados (si el nu´mero
de partes en que se divide la circun-
ferencia es 360), y determinar cuan-
tas de esas divisiones corresponden
al arco QP.
Encontrar el doble del a´rea del
sector circular QOP (medida en
nu´meros reales que se denomina ra-
dian), o´
Determinar la longitud del arco QP
que subtiende dicho a´ngulo (medida
en nu´meros reales que se denomina
radian)
Trigonometr´ıa del cuadrado
Las funciones trigonome´tricas se estudian
usualmente a partir de las coordenadas de
los puntos que pertenecen a una co´nica,
bien sea una hipe´rbola, elipse o como es
usual una circunferencia, pero si en lugar
de utilizar una co´nica se estudia, por ejem-
plo, un cuadrado, ¿Que´ sucede?
Consideremos un cuadrado unitario (cen-
trado en (0, 0) y que interseca al eje x en
el punto (1, 0)) con sus lados paralelos a
los ejes del plano, y un a´ngulo QOP en
posicio´n esta´ndar, siendo P un punto del
cuadrado:
Figura 2
Es de notar, que de manera ana´loga a la
trigonometr´ıa circular, en la trigonometr´ıa
del cuadrado un a´ngulo puede medirse uti-
lizando cualquiera de las tres formas des-
critas, es decir por medio de la divisio´n del
cuadrado en un nu´mero determinado de
partes (grados), encontrando el doble del
a´rea de la figura encerrada por el cuadra-
do y los rayos OP y OQ o´ determinando
la distancia que hay entre el punto Q y el
punto P en la trayectoria que sigue P so-
bre el cuadrado (radianes); sin embargo,
al querer hacer un paralelo con lo traba-
jado en la circunferencia, nos interesa la
tercer forma.
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Nos interesa abordar la tercera forma de
medir a´ngulos, puesto que es la ma´s uti-
lizada para estudiar la trigonometr´ıa des-
de un punto de vista funcional; adema´s,
con base en lo dicho:
Podemos determinar para un a´ngu-
lo cualquiera, un a´ngulo coterminal
cuya medida esta´ entre 0 y 2pi, y
Podemos definir las coordenadas
(x, y) de P (que llamaremos pun-
to Terminal del a´ngulo) en funcio´n
del valor de la medida del a´ngulo
α, ya que para cada a´ngulo α exis-
te un u´nico punto P en la circun-
ferencia tal que ∠QOP ∼= α; par-
ticularmente, si la circunferencia es
unitaria, establecemos que1
cos (α) = x y sen (α) = y
Por ejemplo:
α cos (α) = x sen (α) = y
0 1 0
α
2
0 1
pi −1 0
3pi
2
0 −1
2pi 1 0
Es de notar que el valor tanto del coseno
(cos) como del seno (sen) de cada una
de las medidas de a´ngulo α dadas, es ev-
idente, por cuanto para cada a´ngulo α, el
punto terminal P se ubica en un eje; sin
embargo, esto no siempre ocurre, pues por
ejemplo, si α =
pi
4
, el punto terminal P
hace parte de la recta y = x (figura 3)
Ahora bien, a partir de medir un a´ngulo
de tal forma, observamos que:
Podemos determinar para un a´ngu-
lo cualquiera, un a´ngulo coterminal
cuya medida esta´ entre 0 y 8, y
Podemos definir las coordenadas
(x, y) de P (que nuevamente lla-
maremos punto Terminal del a´ngu-
lo) en funcio´n del valor de la medida
del a´ngulo α, ya que para cada a´ngu-
lo α (en posicio´n esta´ndar) existe un
u´nico punto P en el cuadrado tal que
∠QOP ∼= α; particularmente, si el
cuadrado es unitario, establecemos
que
ccos (α) = x y csen (α) = y
Por ejemplo:
α ccos (α) = x csen (α) = y
0 1 0
2 0 1
4 −1 0
6 0 −1
8 1 0
Es de notar que de manera ana´loga a la
trigonometr´ıa circular, en la trigonometr´ıa
del cuadrado, encontrar los valores de
ccoseno (ccos) y cseno (csen) para un va-
lor de a´ngulo α, cuando el punto termi-
nal P pertenece a uno de los ejes, es fa´cil;
pero si 0, 2, 4, 6 y 8 son los valores de
a´ngulo en el cuadrado equivalentes a los
valores de a´ngulo 0,
pi
2
, pi,
3pi
2
y 2pi en la
circunferencia, respectivamente, entonces
¿que´ sucede con los valores de ccoseno
y cseno de los a´ngulos de medida 1 y
4
3
equivalentes (en tal sentido) a
pi
4
y
pi
3
?
1Por comodidad en la escritura, asumiremos en adelante que α representa la medida del a´ngulo α.
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Figura 3
con lo que
x = cos
(
pi
4
)
= sen
(
pi
4
)
= y
y utilizando la ecuacio´n de la circunferen-
cia unitaria, tenemos que(
cos
(
pi
4
))2
+
(
sen
(
pi
4
))2
= 1
luego
2 ·
(
cos
(
pi
4
))2
= 1
y finalmente
cos
(
pi
4
)
=
1√
2
=
√
2
2
y sen
(
pi
4
)
=
√
2
2
De manera ana´loga, no son evidentes los
valores de las coordenadas del punto ter-
minal P, correspondiente al a´ngulo α =
pi
3
,
pues si construimos el punto S sime´trico a
P con respecto al eje y (figura 4)
Figura 5
Observando la figura 5, si α = 1, entonces
tenemos que las coordenadas del punto P
son (1, 1), es decir
ccos (1) = 1 y csen (1) = 1
Figura 6
Y de manera similar, si α =
4
3
, a partir de
la figura 6 tenemos que
csen
(
4
3
)
= 1 y ccos
(
4
3
)
=
2
3
De esto podemos notar que, hasta el mo-
mento, es ma´s evidente como encontrar los
valores ccos(α) y csen(α) en el cuadra-
do que los valores cos(α) y sen(α) en la
circunferencia; pero ¿es posible encontrar
una forma general para determinar tales
valores?
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Figura 4
tenemos que el a´ngulo SOP es
pi
3
tambie´n
y que tria´ngulo SOP es equila´tero, con lo
que
cos
(
pi
3
)
=
1
2
y como(
cos
(
pi
3
))2
+
(
sen
(
pi
3
))2
= 1
Entonces
sen
(
pi
3
)
=
√
1−
(
cos
(
pi
3
))2
=
√
1− 1
4
=
√
3
2
Por lo tanto cos
(
pi
3
)
=
1
2
y
sen
(
pi
3
)
=
√
3
2
.
De estos dos ejemplos puede notarse que
no es evidente encontrar los valores del
seno y coseno de un a´ngulo como
pi
4
o
pi
3
,
y au´n ma´s cuando por ejemplo
α = 1, 7, 9, 3,14, . . ., ¿Que´ hacemos?
Un primer paso para responder dicha pre-
gunta consiste en observar algunos otros
valores de a´ngulo y sus correspondientes
valores de ccoseno y cseno:
α ccos (α) csen (α)
−3
8
1 −3
8
−2
5
1 −2
5
4
7
1
4
7
pi
6
1
pi
6
3
2
1
2
1
7
4
1
4
1
8
3
2
3
1
2, 95 0, 95 1
Con base en tales valores, podemos afir-
mar que
α ccos (α) csen (α)
−1 ≤ α ≤ 1 1 α
1 ≤ α ≤ 3 2 − α 1
y de manera similar que
α ccos (α) csen (α)
3 ≤ α ≤ 5 −1 4 − α
5 ≤ α ≤ 7 −1 α − 6
Atendiendo a lo anterior, conocido el valor
de la medida del a´ngulo2 es fa´cil determi-
nar el valor tanto del ccoseno como del
cseno de tal medida.
Ahora bien, de manera ana´loga, utilizan-
do el programa Cabri, es posible obtener
una representacio´n grafica de las funciones
ccoseno y cseno, veamos
2Hay que tener en cuenta que para utilizar tales formulas, dado un valor de a´ngulo debe encontrase
su coterminal con valor en el intervalo [0, 8].
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Para a´ngulos como pi,
pi
2
,
pi
3
,
pi
4
,
pi
6
,
pi
12
, . . .
y sus mu´ltiplos y submu´ltiplos, denomina-
dos a´ngulos especiales, existen me´todos al-
gebraicos para determinar el valor del seno
y del coseno, pero en general no existe un
me´todo conocido que permita encontrar
tales valores para cualquier valor de a´ngu-
lo, salvo aproximaciones que suministran
las series infinitas.
Utilizando un programa como Cabri o De-
rive, es posible obtener una representacio´n
grafica de las funciones coseno y seno,
veamos
COSENO
SENO
Es de observar que, tanto coseno co-
mo seno son funciones con dominio los
nu´meros reales y con rango el intervalo
[−1, 1], es decir
cos : R→ [−1, 1]
α 7→ cos(α)
sen : R→ [−1, 1]
α 7→ sen(α)
CCOSENO
CSENO
Es de observar que, tanto ccoseno co-
mo cseno son funciones con dominio los
nu´meros reales y con rango el intervalo
[−1, 1], al igual que las funciones coseno
y seno, es decir
ccos : R→ [−1, 1]
α 7→ ccos(α)
csen : R → [−1, 1]
α 7→ csen(α)
Estas funciones, presentan algunas
propiedades similares a las propiedades
del seno y coseno:
Tanto cseno como ccoseno son
perio´dicas, de periodo 8
cseno es una funcio´n impar
ccoseno es un funcio´n par
Tanto cseno como ccoseno tienen
amplitud 1.
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Estas funciones, presentan algunas
propiedades interesantes como:
Tanto seno como coseno son perio´di-
cas, de periodo 2pi.
Seno es una funcio´n impar.
Coseno es una funcio´n par.
Tanto seno como coseno tienen am-
plitud 1.
Tanto seno como coseno tienen in-
finitos ma´ximos, mı´nimos y ceros.
Son funciones continuas.
Son funciones infinitamente deriva-
bles.
cos2(α) + sen2(α) = 1
cos
(
pi
2
− α
)
= sen (α)
sen
(
pi
2
− α
)
= cos (α)
...
Cuando la circunferencia tiene radio
r, se define
cos (α) =
x
r
y sen(α) =
y
r
Y todo lo dicho sigue cumplie´ndose.
A partir de las funciones seno y coseno,
pueden definirse otras funciones especiales
por medio de operaciones como multipli-
cacio´n, divisio´n, suma, resta, . . ., como por
ejemplo la funcio´n tan (α) definida como
tan (α) =
sen (α)
cos (α)
Tanto cseno como ccoseno tienen in-
finitos ma´ximos, mı´nimos y ceros
Son funciones continuas.
Son funciones infinitamente deriva-
bles no en todos los puntos (¿En
cua´les puntos no lo es? )
Atendiendo a que la ecuacio´n del
cuadrado es max{|x|, |y|} = 1 o
bien
||x| − |y||
2
+
|x|
2
+
|y|
2
= 1
Entonces
||ccos(α)| − |csen(α)||
2
+
|ccos(α)|
2
+
|csen(α)|
2
= 1
ccos(2− α) = csen(α)
sen(2− α) = cos(α)
...
Cuando el cuadrado interseca al eje
x en (r, 0), esta´ centrado en (0, 0) y
tiene sus lados paralelos a los ejes,
se define
ccos(α) =
x
r
y csen(α) =
y
r
y todo lo dicho sigue cumplie´ndose.
Ana´logamente al caso de la circunferencia,
a partir de las funciones cseno y ccoseno,
pueden definirse otras funciones especiales
por medio de operaciones como multipli-
cacio´n, divisio´n, suma, resta, . . ., como por
ejemplo la funcio´n ctan(α) definida como
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Veamos su representacio´n grafica:
TANGENTE
ctan (α) =
csen (α)
ccos (α)
Veamos su representacio´n grafica:
CTANGENTE
Con lo presentado, hemos querido mostrar que aparecen ciertas dificultades cuando se
inicia un estudio de la trigonometr´ıa desde las funciones circulares, pues muchas veces,
tal estudio se enfoca en tratar de encontrar los valores de las funciones seno y coseno para
un a´ngulo determinado, pero no se da el espacio necesario para trabajar con las funciones
como tal: descubriendo sus propiedades, manipulando transformaciones y composiciones,
etc., mientras que al abordar un estudio de las funciones trigonome´tricas partiendo de figu-
ras, como el cuadrado, que no implican mayor dificultad para el manejo de las ima´genes,
hay ma´s cabida para un estudio desde un punto de vista funcional; adema´s, ¿por que´ tra-
bajar directamente con la circunferencia y no hacer un camino similar al que se sigue en
geometr´ıa, por ejemplo, para aproximar el a´rea de una circunferencia: iniciando con un
pol´ıgono regular como el cuadrado e ir aumentando paulatinamente el nu´mero de lados,
para as´ı identificar de una manera ma´s natural el comportamiento que se espera obtener
con las funciones circulares?
Desde un punto de vista dida´ctico, este camino permite adema´s que se desarrollen as-
pectos relacionados con el hacer matema´ticas en el aula, como la conjeturacio´n y la argu-
mentacio´n de hechos que pueden ser descubiertos por los propios estudiantes, mediante
actividades muy bien pensadas que sean retadoras para ellos, pero que al mismo tiempo,
este´n a su alcance.
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